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1．．序序  論論  
 

船の起こす波の波紋は，Lord Kelvin (1) が停留位

相法を用いた解析により，初めて描いた歴史的経

緯から，現在では Kelvin 波と称されて，その解析

は船舶流体力学の教科書  (2), (3), (4) に記載される，先

駆的な理論である．  
Kelvin 波の象徴的な結果は，後方へ伝播する横

波成分と，八の字状に拡がる縦波成分を表わす波

頂線図として描かれることが殆どで，実際に停留

位相法を用いて，波高値そのものを計算し，定量

的に議論することは余り成されてこなかった．  
一方，Kelvin の解析によって，波高値が後流で  

は
1
x

で減衰することが明らかになり，この漸近 
 
特性を用いて，縦切断波形解析法における所謂

Newman 修正が提案され，実験解析法として確立

されている．  
 このような状況に鑑み，前報(5)では，最も単純

化した船の波として，一様流中に没水する点吹き

出しが起こす波の波高値を，実際に停留位相法を

用いて計算し，その結果を波紋図や鳥瞰図で可視

化することにより，Kelvin 角の内側においては，

生成波の振幅関数を数値的に積分して計算される

後続自由波の様子を，予想以上に良く捉えている

ことを示した． 

 
 しかし，Kelvin 波の外縁（Kelvin 角）近傍では，

停留位相法の仮定そのものが破綻する（位相関数

の 2 階微係数がゼロとなる）ことから，波高値が

発散する問題が残った．  
この問題に関して，数学的には Hogner (6) によっ

て，Kelvin(1) が省略した高次項である，位相関数

の 3 階微係数を考慮することにより，Kelvin 角上

でも波高値は発散することなく，漸近特性として  

3

1
x

で減衰することが示されている． 
  

只，この解析による Hogner 波についても，

Kelvin波と同様，波高値そのものを実際に計算し，

Kelvin 波と，その外縁近傍でどのように接続して

いるかについての議論は，成されるままの状況で

ある．  
この両者の解析解の性質を定量的に把握し，そ

の接続解を得ることも，造波理論の観点からは，

興味あるところである．  
 他方，最近でも，Keller & Abluwalia  (7) や，松

村ら (8), (9) は，Kelvin 角の内外を通して一様に，

Airy 関数を用いて，後続自由波を表現できること

を示した．  
本稿では，上記 Keller や松村らの立場とは別に，

Kelvin 角の内側を対象に，Hogner の解析を更に一
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歩進めて，位相関数の展開形における 2 階微係数

と 3 階微係数を共存させた解析を試み，数値積分

により Kelvin 波と Hogner 波の接続解として，あ

る程度の知見を得たので，不充分な部分も多いが，

ここにご報告し，諸賢のご批判を仰ぐ次第である． 
 
 

2．点点吹吹きき出出ししのの起起ここすす波波  

船の波として，前報(5)と同様，点吹き出しの起

こす波を対象に，解析を進める． 

図 1 に示すような O X Y Z 座標系で，一様流U  
 
の中に，強さ

21
16

M UD の点吹き出しが，原点直 
 
下，没水深度 F の位置 (0,0, )F に置かれたときに

生成される後続波の波高 fZ は，前報 (5)により，

0y なる右舷側に対して， 
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 によって計算できる．ここに， 0K は波数，P は素

成波の伝播方向 への進行距離，Dは吹き出しに

よる分岐流線の後流断面での円の直径である．以

下，この直径 Dを規準に， 
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のように，全て無次元表記して扱う．式中の nF は，

Dを規準にしたフルード数である． 
 

 無次元化した後続自由波の波高 f は，式中の

0y  なる右舷側 (0 )   に対し， 
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のように，表記できる．被積分関数中の位相関数

は，微係数を求める際の計算の便を図って，主パ

ラメタを，前報(5)の r から x に変更することによ

り， 
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のように書ける．(3)式の波高 f を， 
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　但し,

 

のように纏めて表記して，次節以降の解析を進め

る． 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 点吹き出しが起こす波の座標系 
 

3．停停留留位位相相法法にによよるる解解析析  

f に対する(5)式の被積分関数の停留点は，位

相関数中の ( ) (1 tan )sec       の微係数が， 
 

2( ) sec (2 tan tan )           
 

となるから，停留条件 ( ) 0j    を満たすために

は， 

22 tan tan 0j j       
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となる必要がるから，停留点 ( 1,2) j j は， 
2

1 1 1 8
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4j
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によって求められる．1 つの計算点 ( tan )  に

対して j は 2 点存在し，複号 の上が 1 の横波成

分，下が 2 の縦波成分の伝播方向であり， 1 2 

の関係にある．このとき，停留点では， 

24 tan 1 1 8j       ････････････(9) 

の関係も成立する． 

(5)式の波高 f は，その位相関数を停留点 j 回

りにテーラー展開することにより， 
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･････(10) 

のように， j 近傍での積分で評価できる． cos 関

数を加法定理で展開することにより， 
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と書いて，解析する．ここに，式中の位相関数

( )  において， ( ) 0j   として 3 階微係数を

省略して計算したものが，前報(5)の Kelvin 波(1)，

( ) 0j   となる外縁を対象に，3 階微係数のみ

で計算したのが Hogner 波(6)
 であり，共に積分値

を解析的に評価できる． 

 本稿では， ( )  中の 2 階微係数と 3 階微係数

を共存させ，数値積分により (11)式を評価し，

Kelvin 波と Hogner 波の接続解を求める． 
 
 

3. 1  Kelvin 波波ととししててのの解解析析  
  

前節(11)式において， ( ) 0j   とし， 
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と置いて，積分変数を  から  に置換し，
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1
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自由波の波高 f は， 
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となる． 式中の半無限区間の積分は Fresnel 積分

に帰着されて， 
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のように確定できるから(10)，波高 f は， 
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となる． 1, 2j  に対して，2 項を合成して cos 関

数で書くと， 
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となって，Kelvin 波の表記  (11), (12) を得，波高値が 
 1
x
で減衰する特性を示している． 式中の複号 

 
については，(25)式により 1( ) 0   ， 2( ) 0  
であるから，上が 1j  （横波），下が 2j  （縦波）

に対応する． 
 

3. 2  Hogner 波波ととししててのの解解析析  
  

(11)式において，前節と異なり ( ) 0j   とし

て， 
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るから，波高 f は， 
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によって求め得る．式中の積分項は，ガンマ関数

を用いて， 
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のように確定できるから(10), (13)，外縁近傍での自

由波 f は，  
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のよって計算できる．(20)式は，以下に示す外縁直

上での波高値を確定した Hogner の結果(6) を，そ

の近傍まで適用できるよう拡張したことになり，

これを拡張 Hogner 波と呼ぶ． 
 

 Kelvin 波の外縁直上では，(8)式により，2 個の

停留点は 1 点 0 1 2( )    に重なって， 
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となるか ら， (5),(6),(25)式の , ,   , ,    の

0 での値として， 
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を得る．結果，外縁上での波高値 f は，(20)式に

より， 
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のように，陽に確定できる  (12) ．これが所謂 Hogner
波と称される結果であり，漸近特性として波高値 
 
が

3

1
x

で減衰することを示している．但し，この 
 
(23)式では，既に述べた通り，外縁近傍での波高特

性を評価できない． 

 

3. 3  高高次次 Hogner 波波のの提提案案  
  

前節(20)式の拡張 Hogner 波の解析により，高階

微係数間の関係として ( ) ( )j j    � を満

たす Kelvin 角の外縁上と極く近傍での波高値を，

発散することなく有限に確定することはできるが，

( )j  と ( )j  が同程度のオーダーで存在

する領域に対しては, (11)式の位相関数 ( )  にお

いて，その両者を共存させた解析が必要である． 
 

本節では，Hogner 波の適用範囲の拡張を狙って，

(11)式の f に対する積分を，前節の Hogner (6) の解

析に倣って，(17)式と同じ置換をして行なうと， 
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
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但し，
  

のように書くことができ，以下これを，高次

Hogner 波と呼ぶ．式中の複 号  は，上が

( ) 0j   となる 0  の右舷 ( 0)y  側，下が

( ) 0j   となる 0  の左舷 ( 0)y  側に対応

する．ここに，式中の ( ) , ( )j j     は，それぞ

れ， 

3 2

3 2 5

( ) sec 1 8

( ) 4sec tan 1 8 4 sec

   

      

    


     

j j

j j j j

 

･････(25) 

のように表記でき，この式中での複号 は，(16)式
と同様， ( )j  の正負に依存し，上が横波 1 ，下

が縦波 2 に対応することに注意を要する． 
 

 (24)式の に関する無限区間積分は，(13)式や

(18)式のように解析的に確定することはできず，

数値計算に拠らざるを得ないから，その位相関数

･･･････(18) 

･･･(19) 

･･(20) 

･････(21) 

････････････(22) 

･･(24) 

≪
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図 2 高次 Hogner 波と Kelvin 波の接続解（ 0 1, 1, 8f x    ） 

2 3
2 ( )( ) j     を区分的に 1 次式近似する

Fillon の積分法 
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を適用することにより，激しく振動する sin , cos
の被積分関数に対しても，計算精度を保証した． 
 
  

3. 4  Kelvin 波波とと高高次次 Hogner 波波のの接接続続解解  
 

図 2 は， 0 1, 1, 8f x    の場合の横切断波形

f である． 

0y  （右側）の 5 本の波形ついて見てみると，

細実線が，(5)式を直接，前報(5)の附録に示す Fillon

の方法に従って，近似することなく数値積分した 
 

厳密解であり，Kelvin 角
8
xy

 
   

 
の外側にも，  

 

波が生成されている． 細破線は，(16)式の Kelvin
波であり，外縁で発散しているものの，予想以上

に適用範囲が広い． 
 

二点鎖線は，(23)式の Hogner 波であり，外縁の

みに有効な値を延長したものである．一点鎖線は，

外縁近傍にまで拡張した(20)式の拡張 Hogner 波

であり，外縁から内側に進むと，Kelvin 波から離

れていき， 0y  の中心線では，発散する． 
 

太破線が，(24)式を数値積分した結果であり，本

論で提案する高次 Hogner 波である． 外縁では，

二点鎖線の Hogner 波と一点鎖線の拡張 Hogner 波
と一致していることから，数値積分が正しく行な

われていることが分かる． 更に，外縁近傍では，

Kelvin波の発散傾向を是正する波形が得られてい

る． しかし，外縁から，ある程度内側に入ると，

波形が不合理な振動を呈することになり，予想よ

り適用範囲が狭いことが分かった． 
 

上記の状況から， 0y  （左側）に示す太実線が，

外縁近傍で有効な高次 Hogner 波（太破線）と，大

･･(26) 
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部分の領域に対して有効な Kelvin 波（細破線）を，

接続点（○のマーカー）で接続した結果であり，両

者の数値的な接続解を得た．只，外縁での波高値

は，厳密解（細実線）を，過大評価している． 
 

図 3 は， 0 1, 1f   の場合について，各横断面

xにおいて，図 2 の太実線（ 0y  ）に相当する，

Kelvin 波と Hogner 波の数値的な接続解を求め，

それを鳥観図に表わしたものである． 図 4 は，接

続前の Kelvin 波のみの鳥瞰図で，図 2 の横切断波 

形では，細破線の波形に相当する． 
 

 本論で提案する接続解を用いた図 3 では，図 4
に見られる Kelvin 角近傍での発散傾向が，明らか

に改善されている様子が分かる． 

 

  

    
4．．結結  論論  
  

本稿では，最も単純化した船の波として，一様

流中に没水する点吹き出しが起こす後続自由波を

対象に，停留位相法による解析を，推し進めた． 
 

停留点回りの位相関数の展開形として，2 階微

係数で評価する Kelvin 波が外縁で発散する問題

に対し，3 階微係数のみで評価する Hogner の解析

を更に一歩進めて，位相関関数の展開形として 2
階微係数と 3 階微係数を共存させた解析を試みる

ことにより，数値積分によって，Kelvin 波の外縁

近傍での発散傾向を是正する，高次 Hogner 波を

提案した． 只，その適用範囲は，外縁付近の狭い

範囲に限られることも分かった． 
 

本論で提案した高次 Hogner 波と，従来の Kelvin
波を，外縁近傍で接続し，数値的な意味での接続

解を得た．    
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附附  録録    高高次次 Kelvin 波波へへのの  

拡拡張張可可能能性性のの検検討討  
  

本論の 3.3 節では，Hogner 波の適用範囲の拡張

を狙って，(11)式の f に対する積分を，Hogner の

解析に倣って，(24)式のように 3 階微係数を基準

にした置換を行なうことにより，高次 Hogner 波

を求め，Kelvin 波との数値的な接続解を定めた． 
 

この附録では，Kelvin 波の拡張を図るため，

Kelvin (1) に倣って，2 階微係数を基準にした置換

を行ない，位相関数の展開項数を 3 階，4 階，5 階，

6 階の高次まで，順次増やした計算を実施し，

Kelvin 波の高精度化の試みを行った結果を示す． 
 

具体的には，(11)式の位相関数 ( )  の停留点

j 回りに， 
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のように，6 階の高次まで展開する．実際，(12)式
と同じ変換によって，積分変数を から に置換

することにより，自由波 f は，  
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のように書くことができる．被積分関数中の位相

関数 0( ) ( )     x の に関する展開形を， 
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のように表記すれば，各項の係数 3 4, ,  5 6,  は

それぞれ， 
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の よ う に 書 く こ と が で き る ． 上 式 中 の

･････････････(A-1) 

･･･(A-2) 

･･･(A-3) 

･･････(A-4) 
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( ), ( )j j     は，(25)式に記す通りなので，高階

微係数 (4) ( ) ,j  (5) (6)( ) , ( )j j    について計算

した結果， 
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･････(A-5) 
 
のように求め得た． ここに，(A-3) , (A-5) 両式中

の複号 は，(25)式と同様， ( )j  の正負に依存

し，上が横波 1 ，下が縦波 2 に対応する． 
 

(A-2)式の積分は，3.3節(24)式の場合と同様，(26)
式の Fillon の積分公式を用いて，数値的に積分を

実施する． 
 
 

図 A-1 に， 0 5, 1, 7f x    に対して計算した， 

横切断波形 f の結果を示す． 
 

太実線が，図 2 の細実線と同様，(5)式を近似す

ることなく数値積分した，線形造波理論での

Source 波の厳密解である． Kelvin 角の外縁  
 

8
xy

 
   

 
近傍で発散している太破線が，(16)式 

 
に示すように，2 階微係数のみで計算した，所謂

Kelvin 波である． 外縁の近傍以外では，両者の一

致度は極めて良好であり，解析解として得られて

いる Kelvin 波の近似度の高さを，改めて再認識さ

せられる． 
 
一点鎖線は，3 階微係数のみで計算した，(20)式
の拡張 Hogner 波であり，外縁の波高値を有限に

確定しているものの，中心線 ( 0)y  に向かって，

発散傾向にあり，波形の全体像は，到底捉えきれ

ていない状況は，図 2 にも示した通りである． 
 

以下，細実線と細破線が，Kelvin 波の拡張可能

性について，この附録での提案を検討した結果で

あり， 0y  側と 0y  側に，それぞれ分けて示す． 
 

図 A-1 高次 Kelvin 波への拡張可能性の検討（ 0 5, 1, 7f x    ） 
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0y  側の細実線（3rd.(正)）は，(A-3)式の 3 迄

を考慮（ 4 5 6 0     ）した結果である． これ

は，3.3 節の(24)式で提案し，図 2 に太破線で示す

高次 Hogner 波と，積分変数の置換は異なるが，計

算した波高値は同値である． 波形は，中心線付近

では太破線の Kelvin 波に，外縁近傍では一点鎖線

の拡張 Hogner 波に一致するが，その中間の大部

分の領域では，波高値が激しく変動し，全域に亙

る Kelvin 波の拡張には至っていない． 
 

また， 0y  側の細実線（4th.(負)）は，展開の近

似項数を増して， 4 まで考慮（ 5 6 0   ）した

計算であり，Kelvin 波と一致する中心線からの領

域は可也り拡がったものの，外縁付近では 3rd.(正) 
( 0y  側の細実線) と同様に波形が振動し，外縁

での有限値も，一点鎖線の拡張 Hogner 波より少

し高めに得られている． 
 

続く， 0y  側の細破線（5th. (正)）は， 3 4 5, ,  
を考慮（ 6 0  ）した結果である． 細実線の 3rd.(正)
よりも，不合理な波形の振動振幅は，小さく抑え

られており，外縁での有限値も，4rd.(負)（ 0y  側

の細実線）より改善されて，一点鎖線の拡張

Hogner 波に一致している． 
 

更 に ， 0y  側 の 細 破 線 （ 6th. ( 負 ) ） は ， 
3 4 5 6, , ,    全てを考慮した計算結果であるが，

5th. (正)（ 0y  側の細破線）と，波形の変動は，さ

ほど変わらず，外縁での有限値も，4rd.(負) （ 0y 
側の細実線）よりは低めであるが，やはり一点鎖

線の拡張 Hogner 波より，少し高めに得られてい

る．  
結果， 3 5,  のに関する奇数乗の項まで考慮

して計算した場合は，外縁での f の有限値は，拡

張 Hogner 波に一致して得られるが， 4 6,  のよう

に，の偶数乗の項まで計算すると，外縁での有

限値は，拡張 Hogner 波と少し異なった値を取る

傾向にあることが分かった． 
 

以上，(A-3)式に示すように，位相関数の展開項

数を 3 階，4 階，5 階，6 階の高次まで，順次増や

して， f に対する(A-2)式の数値積分を試みたも

のの，どの場合も，中心線と外縁の中間領域に不

合理な振動波形を生じる結果となり，このような

高次化によっては，全域に亙る Kelvin 波の拡張解

を得るには，至らなかった． 
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